
不等式的证明：

一、比较法：比较法是证明不等式的最基本、最重要的方法，它常用的证明方法有两种：

1．作差比较法

方法：欲证 A>B,只需要证 A-B>0

步骤：“作差----变形----判断符号”。

使用此法作差后主要变形形式的处理：

○将差变形为常数或一个常数与几个平方和的形式常用配方法或实数特征 a2≥0 判断差

的符号。

○将差变形为几个因式的积的形式，常用因式分解法。

○若变形后得到二次三项式，常用判别式定符号。

总之，变形的目的是有利于判断式子的符号，而变形方法不限定，也就是说，关键是变

形的目标。

2．作商比较法

方法：要证 A>B,常分以下三种情况：

若 B>0，只需证明 1A
B
 ；

若 B=0，只需证明 A>0；

若 B<0，只需证明 1A
B
 。

（3）步骤：“作商-----变形-----判断商数与 1 的大小”

例：已知 a, b, m都是正数，并且 a < b，求证：
b
a

mb
ma
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解析：用作差比较法

∵
)(
)(

)(
)()(

mbb
abm

mbb
mbamab

b
a

mb
ma













∵a,b,m都是正数，并且 a<b，∴b + m > 0 , b  a > 0

∴ 0
)(
)(




mbb
abm

即：
b
a

mb
ma





例：已知 a>b>0,求证：   2
a b

a ba b ab




解析：用作商比较法

∵

 

2
2 2 2 2

2

a b
a b a b a b a ba b a b

a b
a b aa b a b

bab


   

  


     
 

又∵a>b>0,

 

2

2

1, 0 1
2

a b

a b
a b

a a b a
b b

a b ab





       
 

 

例：已知 0 < x < 1, 0 < a < 1，试比较
|)1(log| |)1(log| xx aa  和
的大小。

解析：法 1：用作差比较法

  )1(log)1(log)1(log)1(log|)1(log| |)1(log| 22 xxxxxx aaaaaa 

x
xx aa 




1
1log)1(log 2

∵0 < 1  x2 < 1, 1
1
10 




x
x

∴ 0
1
1log)1(log 2 




x
xx aa

∴ |)1(log| |)1(log| xx aa 

法 2：用作商比较法

21111 1
1log

1
1log)1(log)1(log

)1(log
)1(log

x
x

x
xx

x
x

xxxx
a

a













)1(log1 2
1 xx  

∵0 < 1  x2 < 1, 1 + x > 1, ∴ 0)1(log 2
1   xx

∴ 1)1(log1 2
1   xx ∴ |)1(log| |)1(log| xx aa 

二、综合法：用综合法证明不等式，就是利用已知事实(已知条件、重要不等式或已证明的

不等式)作为基础，借助不等式的性质和有关定理，经过逐步的逻辑推理，最后推出所要证
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明的不等式，其特点和思路是“由因导果”，从“已知”看“可知”，逐步推出“结论”综合法属逻辑

方法范畴，它的严谨体现在步步注明推理依据。常用的不等式有：

（1）  2 2 2a b ab a b  当且仅当 时取等号

（2）  ,
2

a b ab a b R a b
  当且仅当 时取等号

（3） 2 0a 

（4）  2 ,b a a b
a b
  同号

例：若 a、b、c 是不全相等的正数，

求证： lg lg lg lg lg lg
2 2 2

a b b c c a a b c  
    

解析：根据本题的条件及要证明的结论，可用综合法证明。

, , ,

0, 0,
2 2

0.
2

a b c R
a b b cab bc

c a ac


 

    


 



又 a,b,c,为不全相等的正数，故有

2 2 2

lg lg
2 2 2

lg lg lg lg lg lg
2 2 2

a b b c c a abc

a b b c c a abc

a b b c c a a b c

  


     
 
  

    

 

 

即

2 2 2

, , ,a b c R
a b c a b c
b c a



    

已知

求证：

例6：

解析：左式含有分母，右式为整式，故应设法化去左式的分母，考虑用综合法。

 

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

, , , 2 2

2 , 2

2

.

a aa b c R b b a
b b

b cc b a c
c a

a b c a b c a b c
b c a
a b c a b c
b c a

    

   

       

    

 

同理

三式相加有

即 得证

：

三、分析法：分析法是指从需证的不等式出发，分析这个不等式成立的充分条件，进而转
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化为判定那个条件是否具备，其特点和思路是“执果索因”，即从“未知”看“需知”，逐步靠拢“已
知”。分析法一般用于综合法难以证明的不等式。

分析法属逻辑方法范畴，它的严谨体现在分析过程步步可逆。

例：若 0<a<c,,b<c,求证：

2 2c c ab a c c ab     

解析：原不等式形式复杂，不宜直接由一端过渡到另一端，故可作等价变形，

用分析法证明。要证

2 2c c ab a c c ab     

只要证

 

2 2

2

2 2

c ab a c c ab

a c c ab

a c c ab

     

  

  

即

也即 a2-2ac<-ab
∵a>0,∴只要证 a+b<2c
由题设条件，显然有 a+b<2c成立。

所以，原不等式成立。

注：有些不等式的证明，需要一边分析一边综合，称之为综合分析法。

四、反证法：可以从正难则反的角度考虑，即要证明不等式Ａ>Ｂ，先假设Ａ≤Ｂ，由题

设及其它性质，推出矛盾，从而肯定Ａ>Ｂ。凡涉及到的证明不等式为否定命题、惟一性命

题或含有“至多”、“至少”、“不存在”、“不可能”等词语时，可以考虑用反证法。

例：已知 a>0,b>0,且 a+b>2
1 1, ,b a
a b
 

求证： 中至少有一个小于2。

解析：由于题目结论是：至少有一个小于 2，情况较复杂，讨论起来比较繁，宜采用反证法。

1 1 1 1, 2 2, 2.b a b a
a b a b
   

 假设 都不小于 ，则

∵ a>0,b>0,∴1+b≥2a,1+a≥2b,
两式相加可得 1+b+1+a≥2（a+b）
即 a+b≤2,这与已知 a+b>2矛盾。故假设不成立

1 1, ,b a
a b
 

因此： 中至少有一个小于2。

五：换元法：换元法是将所证的不等式的字母作适当的代换，以达到简化证题的目的方法。

它主要有两种换元形式：

(1)三角换元法：多用于条件不等式的证明，当所给条件较复杂，一个变量不易用另一个

变量表示，这时可考虑三角代换，将两个变量都有同一个参数表示。此法如果运用恰当，可

沟通三角与代数的联系，将复杂的代数问题转化为三角问题根据具体问题，

(2)增量换元法：在对称式(任意交换两个字母，代数式不变)和给定字母顺序(如ａ>ｂ>ｃ
等)的不等式，考虑用增量法进行换元，其目的是通过换元达到减元，使问题化难为易，化

繁为简。

例：若 122  yx ，求证： 2|2| 22  yxyx
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解析：由 x2+y2≤1，联想到三角函数的性质，考虑用三角换元法。

设 )10(,cos,sin  rryrx ，

则 |sinsincos2cos||2| 2222222  rrryxyx

22
4

2cos2|2sin2cos| 222 





 

 rrr

例：已知 a＞0，b＞0，且 a+b=1 求证 (a+
a
1

)(b+
b
1

)≥
4
25

解析：证法一 (三角换元法）

∵ a＞0，b＞0，a+b=1，故令 a=sin2α，b=cos2α，α∈(0，
2
 )

.
4
25)1)(1(

4
25

2sin4
)2sin4(

4
1

2sin
1

25162sin24

.3142sin4,12sin
2sin4

16)sin4(
2sin4

2cossin2cossin

)
cos

1)(cos
sin

1(sin)1)(1(

2

22

2

2

22

2

22

2

2244

2
2

2
2




























b
b

a
a

b
b

a
a

即得






















 2

证法二 (增量换元法)

设 a=
2
1 +t1，b=

2
1 +t2

∵a+b=1，a＞0，b＞0，∴t1+t2=0，|t1|＜
2
1
，|t2|＜

2
1

.
4
25

4
1

16
25

4
1
2
3

16
25

4
1

)
4
5(

4
1

)1
4
1)(1

4
1(

)
2
1)(

2
1(

)1
4
1)(1

4
1(

2
1

1)
2
1(

2
1

1)
2
1(

11)1)(1(

2
2

4
2

2
2

2
2

2
2

22
2

2
2

2
22

2
11

21

2
22

2
11

2

2
2

1

2
1

22
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t
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t

t

t
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b
b

a
a

b
b

a
a
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显然当且仅当 t=0，即 a=b=
2
1
时，等号成立

说明：形如 a+b=1 结构式的条件，一般都可以采用换元法。换元时，新的变量的变化范

围必须保证原来的变量的变化范围不发生变化。

六：放缩法：要证明不等式Ａ<Ｂ成立，借助一个或多个中间变量通过适当的放大或缩小

达到证明不等式的方法。

放缩法证明不等式的理论依据主要有：(1)不等式的传递性；(2)等量加不等量为不等量；

(3)同分子(分母)异分母(分子)的两个分式大小的比较。

常用的放缩技巧有：①舍掉(或加进)一些项；②在分式中放大或缩小分子或

分母；③应用均值不等式进行放缩。

例：求证： 21
3
1

2
1

1
1

2222 
n



解析：舍掉(或加进)一些项进行放缩。

∵
nnnnn
1

1
1

)1(
11

2 







∴ 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 2 2
1 2 3 2 2 3 1n n n n
              


 

【变式】 2 2 2 2

1 1 1 1 7
1 2 3 4n
    

∵
nnnnn
1

1
1

)1(
11

2 







∴ 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 5 1 1 71 ( ) ( )
1 2 3 2 2 3 1 4 2 4n n n n
              


 

说明：本题采用了从第三项开始拆项放缩的技巧，放缩拆项时，不一定从第一项开始，须根

据具体题型分别对待，即放不能太宽、缩不能太窄，真正做到恰到好处。

例：若 a，b，c，d是正数．

求证：1 2a b c d
a b c a b d b c d a c d

    
       

解析：运用放大、缩小分母或分子的办法来进行放缩

∵
a b c d

a b c a b d b c d a c d
  

       

1a b c d
a b c d a b c d a b c d a b c d

    
           

又 2a b c d a b c d
a b c a b d b c d a c d a b a b c d c d

       
           

或
a b c d

a b c a b d b c d a c d
  

       

2a b b c a c b d
a b c d a b c d a b c d a b c d
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（利用 ( 0)a a m m
b b m


 


）

∴1 2a b c d
a b c a b d b c d a c d

    
       

说明：分式的放缩对于分子分母均取正值的分式，如需放大，则只要把分子放大或分母缩小

即可；如需缩小，则只要把分子缩小或分母放大即可．还可利用真分数的分子和分母加上同

一个正数，则分数值变大；假分数的分子和分母加上同一个正数，则分数值变小来进行放缩．

例：若
*n N ，求证：

2( 1)1 2 2 3 ... ( 1)
2

nn n 
       

解析：根据题目的特点考虑应用均值不等式进行放缩。

∵
1 2 1( 1)

2 2
n n nn n   

   

∴

2 2
(3 2 1)

3 5 2 1 ( 2) 2 ( 1)21 2 2 3 ... ( 1) ...
2 2 2 2 2 2 2

n n
n n n n n nn n

 
   

              

例：当 2n  时，求证： log ( 1) log ( 1) 1n nn n   

解析：∵ 2n  ， ∴ log ( 1) 0, log ( 1) 0n nn n    ，且 log ( 1) log ( 1)n nn n   ，

∴
2

2 2log ( 1) log ( 1) log ( 1)log ( 1) log ( 1) [ ] [ ]
2 2

n n n
n n

n n nn n    
    

2
2log[ ] 1

2
n n  ，

∴ 2n  时, log ( 1) log ( 1) 1n nn n    .

放缩法是不等式证明中一种常用的方法，也是一种非常重要的方法。在证明过程中，适

当地进行放缩，可以化繁为简、化难为易，达到事半功倍的效果。但放缩的范围较难把握，

常常出现放缩之后得不出结论或得出相反结论的现象。因此，使用放缩法时，如何确定放缩

目标尤为重要。要想正确确定放缩目标，就必须根据欲证结论，抓住题目的特点。掌握放缩

技巧，真正做到弄懂弄通，并且还要根据不同题目的类型，采用恰到好处的放缩方法，才能

把题解活，从而培养和提高自己的思维和逻辑推理能力，分析问题和解决问题的能力。

七：构造法：在不等式的证明中，可根据不等式的结构特点，恰当的构造一个

与不等式相关的数学模型，如构造函数、方程、数列、向量等，实现问题的转

化，从而使不等式得到证明。

例： 已知 x，y，z∈R，且 x+y+z=1，x2+y2+z2=
2
1
，

求证 x，y，z∈［0，
3
2
］

解析：根据题目的特点考虑构造方程求解。

由 x+y+z=1，x2+y2+z2=
2
1
，得 x2+y2+(1－x－y)2=

2
1
，
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整理成关于 y的一元二次方程得

2y2－2(1－x)y+2x2－2x+
2
1 =0，

∵y∈R，故Δ≥0

∴4(1－x)2－4×2(2x2－2x+
2
1 )≥0，得 0≤x≤

3
2
，∴x∈［0，

3
2
］

同理可得 y，z∈［0，
3
2
］

（此法也称判别式法）

例：已知 0 < a < 1，0 < b < 1，

求证： 22)1()1()1()1( 22222222  babababa

解析：根据题目的结构特点钩造几何图形证明。

构造单位正方形，O是正方形内一点

O到 AD, AB的距离为 a, b，
则|AO| + |BO| + |CO| + |DO|≥|AC| + |BD|

其中
22|| baAO  ，

22)1(|| baBO 

22 )1()1(||  baCO

22 )1(||  baDO

又： 2||||  BDAC

∴ 22)1()1()1()1( 22222222  babababa

八：数学归纳法法：当不等式是一个与自然数 n有关的命题， 可以利用数

学归纳法进行证明。

例：证明不等式 n
n

21
3

1
2

11   (n∈N*)

解析：本题是一个与自然数 n有关的命题，可以考虑应用数学归纳法证明。

(1)当 n等于 1 时，不等式左端等于 1，右端等于 2，所以不等式成立

(2)假设 n=k(k≥1)时，不等式成立，即 1+
k

1
3

1
2

1
  ＜2 k ，

,12
1

1)1(
1

1)1(2
1

12
1

1
3

1
2

11


















k
k
kk

k
kk

k
k

k
则

A B

CD

O

1b

b

a 1a
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∴当 n=k+1 时，不等式成立

综合(1)、(2)得 当 n∈N*时，都有 1+
n

1
3

1
2

1
  ＜2 n

另从 k到 k+1 时的证明还有下列证法

,
1

1
11

2
1
2212:

.12
1

12,01

),1(21)1(2

,0)1(

)1()1(2)1(21)1(2
2





















kkkkk
kk

k
k

kk

kkk

kk

kkkkkkk







又如

.12
1

12 


 k
k

k

不等式的证明一题多解:

例： 已知 a,b,c,d∈R,求证:ac+bd≤ ))(( 2222 dcba 

分析一:用分析法

证法一:(1)当 ac+bd≤0 时,显然成立

(2)当 ac+bd>0 时,欲证原不等式成立,

只需证(ac+bd)2
≤(a2

+b2
)(c2

+d2
)

即证 a2c2+2abcd+b2d2≤a2c2+a2d2+b2c2+b2d2

即证 2abcd≤b2c2
+a2d2

即证 0≤(bc-ad)2

因为 a,b,c,d∈R,所以上式恒成立,

综合(1)、(2)可知:原不等式成立

分析二:用综合法

证法二:(a2
+b2

)(c2
+d2

)=a2c2
+a2d2

+b2c2
+b2d2

=(a2c2
+2abcd+b2d2

)+(b2c2
-2abcd+a2d2

)

=(ac+bd)2+(bc-ad)2≥(ac+bd)2

∴ ))(( 2222 dcba  ≥|ac+bd|≥ac+bd

故命题得证

分析三:用比较法

证法三:∵(a2+b2)(c2+d2)-(ac+bd)2=(bc-ad)2≥0,

∴(a2
+b2

)(c2
+d2

)≥(ac+bd)2
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∴ ))(( 2222 dcba  ≥|ac+bd|≥ac+bd,

即 ac+bd≤ ))(( 2222 dcba  .

证法四：（换元法）

设 a2+b2=r12，c2+d2=r22

则可设 a=r1cos，b=r1sin，c=r2cos，d=r2sin

ac+bd=r1r2coscos+r1r2sinsin

=r1r2cos(-)r1r2= ))(( 2222 dcba 

例：若 a＞0，b＞0，a3+b3=2．求证 a+b≤2，ab≤1．
分析：由条件 a3+b3=2 及待证的结论 a+b≤2 的结构入手，联想它们之间的内在联系，不妨

用作差比较法或均值不等式或构造方程等等方法，架起沟通二者的“桥梁”．

证法一 (作差比较法)
因为 a＞0，b＞0，a3+b3=2，所以

(a＋b)3-23=a3+b3+3a2b+3ab2-8=3a2b+3ab2-6
=3[ab(a+b)-2]=3[ab(a+b)-(a3+b3)]=-3(a+b)(a-b)2≤0，
即 (a+b)3≤23．

证法二 (平均值不等式—综合法)
因为 a＞0，b＞0，a3+b3=2，所以

所以 a+b≤2，ab≤1．
说明：充分发挥“1”的作用，使其证明路径显得格外简捷、漂亮．

证法三 (构造方程)
设 a，b 为方程 x2-mx+n=0 的两根．则

因为 a＞0，b＞0，所以 m＞0，n＞0 且Δ=m2-4n≥0．①

因此 2=a3+b3=(a+b)(a2-ab+b2)=(a+b)[(a+b)2-3ab]=m[m2-3n]，所以

所以 a+b≤2．
由 2≥m 得 4≥m2，又 m2≥4n，所以 4≥4n，即 n≤1．所以 ab≤1．
说明：认真观察不等式的结构，从中发现与已学知识的内在联系，就能较顺利地找到

解决问题的切入点．



证法四 (恰当的配凑)
因为 a＞0，b＞0，a3+b3=2，所以

2=a3+b3=(a+b)(a2+b2-ab)≥(a+b)(2ab-ab)=ab(a+b)，
于是有 6≥3ab(a+b)，从而

8≥3ab(a+b)+2=3a2b+3ab2+a3+b3=(a+b)3，
所以 a+b≤2．(以下略)

即 a+b≤2．(以下略)
证法六 (反证法)

假设 a+b＞2，则

a3+b3=(a+b)(a2-ab+b2)=(a+b)[(a+b)2-3ab]＞2(22-3ab)．
因为 a3+b3=2，所以 2＞2(4-3ab)，因此 ab＞1． ①

另一方面，2=a3+b3=(a+b)(a2+b2-ab)≥(a+b)(2ab-ab)=(a+b)·ab＞2ab，
所以 ab＜1． ②

于是①与②矛盾，故 a+b≤2．(以下略)
说明：此题用了六种不同的方法证明，这几种证法都是证明不等式的常用方法．

例：已知 a＞0，b＞0，且 a+b=1。求证：(a+
a
1 )(b+

b
1 )≥

4
25 .

证法一：(分析综合法)

欲证原式，即证 4(ab)2+4(a2+b2)－25ab+4≥0，即证 4(ab)2－33(ab)+8≥0，

即证 ab≤
4
1
或 ab≥8.

∵a＞0，b＞0，a+b=1，∴ab≥8 不可能成立

∵1=a+b≥2 ab，∴ab≤
4
1
，从而得证.

证法二：(均值代换法)

设 a=
2
1 +t1，b=

2
1 +t2.

∵a+b=1，a＞0，b＞0，∴t1+t2=0，|t1|＜
2
1
，|t2|＜

2
1
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显然当且仅当 t=0，即 a=b=
2
1
时，等号成立.

证法三：(比较法）

∵a+b=1，a＞0，b＞0，∴a+b≥2 ab，∴ab≤
4
1

4
25)1)(1(
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)8)(41(
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证法四：(综合法)

∵a+b=1， a＞0，b＞0，∴a+b≥2 ab，∴ab≤
4
1 .
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证法五：(三角代换法）

∵ a＞0，b＞0，a+b=1，故令 a=sin2α，b=cos2α，α∈(0，
2
 )



.
4
25)1)(1(

4
25

α2sin4
)α2sin4(

4
1

α2sin
1

2516α2sin24

.314α2sin4,1α2sin
α2sin4

16)αsin4(
α2sin4

2αcosαsin2αcosαsin
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αcos

1α)(cos
αsin
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