
函数的零点和最值

一、函数零点

函数 ( )y f x ，使得 ( ) 0f x  成立的实数 x叫做函数 ( )y f x 的零点。

二、根的存在定理

如果函数 ( )y f x 在区间  ,a b 上的图像是连续不断的一条曲线，并且有

( ) ( ) 0f a f b  ，那么函数 ( )y f x 在区间  ,a b 内至少有一个零点，即有  ,c a b 使得

( ) 0f c  。

这个条件不是充分必要条件。

三、二分法

对于在区间 ,a b 上连续且满足 ( ) ( ) 0f a f b  的函数 ( )y f x ，通过不断把函数 ( )f x

的零点所在的区间一分为二，使区间的两个端点逐步逼近零点，从而得到零点的近似值。

步骤：

（1）确定区间 ,a b ，验证 ( ) ( ) 0f a f b  ，给定精确度 ，

（2）求区间 ,a b 的中点 1x ，

（3）计算  1f x

若  1 0f x  ，则 1x 就是函数的零点；

若  1( ) 0f a f x  ，令 1b x ，此时零点  0 1,x a x ；

若  1 ( ) 0f x f b  ，令 1a x ，此时零点  0 1,x x b 。

（4）判断是否达到精确度 ，即若 a b   ，则得到零点的近似值 a（或 b）；

否则重复（2）~（4）。

四、一元二次方程根的分布

设 1 2,x x 是一元二次方程  2 0 0ax bx c a    的两个实数根， 0 2
bx
a

  ，

令  2( ) 0f x ax bx c a    ，则
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； （2） 1 2x m x  ( ) 0f m  ；
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例 1 若函数
1( ) 2 lgxf x x   有一个零点在区间  , 1n n   n N ，则 n = 。

如果从区间 , 1n n  开始，用二分法求这个零点，精确度为 0.001的近似值，则需要

对分区间的次数至多为 。

变式 1：若函数 ( ) xf x a x a   （ 0a  且 1a  ）有两个零点，则实数 a 的取值范围

是 。

例 2：若函数
2( ) 2 2 3f x ax x   ，如果函数 ( )y f x 在区间 1,1 上有零点，求实数 a

的取值范围。

变式 2：已知函数 ( ) 3 1 2f x ax a   在区间  1,1 上存在 0x 使得 0( ) 0f x  ，则实数 a的

取值范围是 。

变式 3：已知二次函数
2( ) 1f x ax bx    , , 0a b R a  ，方程 ( )f x x 有两个实根

1 2,x x ，且满足 1 22 4x x   。设的对称轴方程为 0x x 。求证： 0 1 0x   。

例 3 某旅游公司有客房 300间，每间日租房为 20元时，每天都客满。公司欲提高档次，并

提高租金。若每间客房每日增加 2元，客房出租就会减少 10间。若不考虑其他因素，

公司将房间租金提高多少的时，每天客房的租金总收入最高？

四、函数的单调性与值域

（一）、知识梳理

1、增函数和减函数的定义

2、函数的单调性和单调区间

3、判断函数单调性的方法：定义法、图像法、导数法

4、函数的最值及其几何意义

5、函数的值域的求法

单调性法、配方法、换元法、判别式法、图像法、不等式法、导数法等。

6、复合函数的单调性（同増异减）



例 4 求下列函数的值域

（1）   1f x x
x

  ；

（2）  ( ) 0, 0, 0bf x ax a b x
x

     ；

（3）   21f x x x   ；
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习题：

1、二次函数
2 2( )f x a x ax  在区间  0,1 上有零点，则实数 a的取值范围是( )。

A． 0a  B． 1a   C． 0a  或 1a   D． a R

2、函数
1( ) xf x e
x

  的零点所在区间是( )。

A．
10,
2
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3、设函数 ( ) 2 4xf x x   ， 0x 是函数 ( )f x 的一个正数零点，且  0 , 1x a a  ，其中

a N ，则 a = 。

4、函数

2 02 3
( )

02 ln
xx x

f x
xx
  

   
的零点个数为（ ）

A．0 B．1 C．2 D．3

5、关于 x的方程
22 2 3 0x x a a    有实根，则实数 a的取值范围是 。

6、若方程

1
31

2

x

x   
 

有解 0x ，则 0x 属于以下哪个区间（ ）

A．
10,
3
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1 1,
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1 ,1
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D．  1,2



7、函数 ( )f x 是连续的偶函数，且当 0x  时， ( )f x 是单调函数，则满足
3( )
4

xf x f
x
    

的所有 x之和是（ ）

A． 3 B．3 C． 8 D．8

8、函数 lg 2y x x   的零点个数是 。

9、函数
1( )f x x
x

  在  0, 上是（ ）

A．增函数 B．减函数 C．不具有单调性 D．无法判断

10、函数
1( ) 1f x
x

  的 3,4 上（ ）

A．有最小值无最大值 B．有最大值无最小值

C．既有最大值又有最小值 D．最大值和最小值都不存在

11、（2009福建卷）下列函数 ( )f x 中满足“对任意的  1 2, 0,x x   ，当 1 2x x 时，都有

1 2( ) ( )f x f x ”的是（ ）。

A．
1( )f x
x

 B．  2( ) 1f x x 

C． ( ) xf x e D．  ( ) ln 1f x x 

12、函数 ( ) 1 2f x x x   的值域是（ ）

A．  ,1 B．  , 1  C．R D． 1,

13、函数 ( )f x 的值域是 2,2 ，则 ( 2)f x  的值域是（ ）

A． 2,2 B． 4,0 C． 0,4 D． 1,1

14、求下列函数的值域：

（1） 1y x x   ； （2） 1y x x   ；

（3）

2 1 21,
2 36 17,

xx
y

xx
   

    
； （4） 4 2 3x xy    。


